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摘要:提出了Ñ型和Ò型可拓概率空间两个概念 ,并讨论了它们的一般性质.
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  1983年,蔡文提出可拓集合概念,在此基础上, 他和许多学者共同努力,已经使可拓集合理

论略具雏形.在可拓集合理论这一课题之中, 还有大量基础性工作要做.本文提出的可拓集合上

的测度的一般概念, 就是这种基础性工作之一,关于它至今尚无人涉及.

1  Ñ型可拓概率空间
定义 1[ 1]  设 U 为论域, K 是 U到实数域R 的一个映射,称

A = { ( u, y ) | u I U, y= K ( u) }

为论域 U上的一个可拓集合. y= K ( u )为 A 的关联函数, K ( u)为 u 关于A 的关联度.

论域 U 上的可拓集合的全体记为L( U) .有时为了指明 U, K ,可拓集合 A 详记为( A , U,

K ) .

定义 2  设 U为论域,K为 U上的R代数, P 是K上概率, ( A , U, K ) I L( U) ,如果 K ( u)

关于K可测,则称( U,K, P )为 A 的Ñ型可拓概率空间, ( U, K)为 A 的 Ñ型可拓可测空间.

在理论上, Ñ型可拓概率空间与经典概率空间没有本质区别,但是前者的 R代数 K是使关

联函数 K ( u)为可测的 R代数,所以在K上定义的概率就与关联函数 K ( u )有某种联系.

今后在论域 U上,我们用 R( K ( u ) )表示由 K ( u )生成的 R代数,它显然是 U 上使K ( u)

可测的最小 R代数.

定理 1  设( A , U, K ) I L( U) , ( U,K)为 A 的 Ñ型可拓可测空间,其中K= R( K ( u) ) .令

U= { A : A = U或( u : a [ K ( u )< b) , 其中 a, b 为实数, b 可取为 ] , a 可取为- ] ,但这

时 [ 应改为< , 即- ] < K ( u)< b} .

如果 P 是 U上的概率,则 P 在 U生成的 R代数 R( U)上存在一个扩张, 若记这个扩张仍为

P ,则( U,K, P )为 A
~

的 Ñ型可拓概率空间.

证明:只要注意到 U是U 的半集代数, 且K= R( U) , 该定理就是普通测度论的一般定理,故

证明从略.
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定义 3  设( U,K, P )是概率空间, ( A , U, K 1)和( B , U, K 2)是两个可拓集合,且 K 1( u) ,

K 2( u )都是K可测函数,则称( U,K)为{ A , B } Ñ型可拓可测空间, ( U, K, P )为{ A , B } Ñ型可

拓概率空间.

一般地,设 F ( U) = { ( A t , U, K t ) , t I # }为 U 上可拓集合族,其中 # 是某一指标集.如果

对于P t I #, K t 为K可测函数,则称( U, K)为 F ( U) Ñ型可拓可测空间, ( U,K, P )为 F ( U)

Ñ型可拓概率空间.

在可拓集合理论中, 元素和关联函数的变换是至关重要的. 为了下面理论的需要,我们把对

元素的变换也看作是对关联函数的变换.实际上, 如果( A , U, K 1 ) I L( U) , Tc是元素的变换,

则令 K 2( U)= K 1( Tcu ) ,就得到 K 1的一个变换,记之为 T ,于是

K 2( u )= TK 1( u )= K 1( Tcu )

我们是从关联函数的可测性出发来定义 Ñ型可拓概率空间的, 这样, 当我们把对元素的变

换也看成是对关联函数的变换时,就使得该理论不仅仅适用于关联函数的变换,也能适用于元

素之间的变换了.

性质 1  设( U,K)是关于( A , U, K 1)的 Ñ型可拓可测空间, T 是K 1 的一个变换,如果 K 2

= TK 1,仍是K可测函数, 则集合

A
#
+ ( T )= { u | u I U, K 1( u) [ 0, K 2( u ) \0} ,

A
#
- ( T )= { u | u I U, K 1( u) \0, K 2( u ) [ 0} ,

A + ( T )= { u | u I U, K 1( u) \0, K 2( u ) \0} ,

A - ( T ) = { u | u I U, K 1( u ) [ 0, K 2( u) [ 0}

均是K可测集.

上述集合分别称为 A 关于变换T 的正可拓域、负可拓域、正稳定域、负稳定域,它们在可拓

集合理论中起着重要的作用. 倘若我们在( U,K)上建立了概率测度 P ,那末我们就可以分别求

出上述各种可测集的概率了,从而使概率论理论也能在可拓集合上发挥作用. 至于在( U,K)上

怎样建立概率测度 P ,可以按照定理 1所提供的方法,即首先在由 K 1( u)和 K 2( u )所形成的半

集代数 U上建立概率,然后再扩张它到K= R( U)上(这里不妨假设K= R( U) ) .

2  Ò型可拓概率空间

定义 4[ 1]  设( A , U, K 1) , ( B , U, K 2) I L( U) ,称

C= { ( u , y ) | u I U, y= K 1( u ) D K 2( u ) }

为 A 与B 之并,记作 C= A G B .称

D = { ( u, y ) | u I U, y= K 1( u) C K 2( u) }

为 A 与B 之交,记作 D = A H B. 称

E= { ( u , y ) | u I U, y= - K 1( u) }

为 A 的非集,记作 E= A
C
.
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定义 5  设 U 为任一论域, F ( U)为 U 上可拓集合族, 满足:

(1) O= { ( u , y ) | u I U, y= K ( u ) S 0} I F ;

(2) 若 A i I F, i= 1, 2, ,,则 U
i
A i I F ;

(3) 若 A I F , 则 A
C I F .

又设映射 P: F y [ 0, 1] , 满足:

(4) P ( O )=
1
2
;

(5) 0 [ P ( A ) [ 1, PA I F ;

(6) P ( A G B )+ P ( A HB )= P ( A ) + P ( B ) .

则称 F为可拓事件域,其中任一可拓集合 A 称为可拓事件, P 为定义在F上的可拓概率, P ( A )

为可拓事件 A 的概率,称( U, F, P )为 Ò型可拓概率空间.

设( U, K, P)是经典概率空间,设 F( U)是 U上可拓事件域,如果P A I F,其关联函数

K ( u)为K可测,则( U,K, P )就是 F的 Ñ型可拓概率空间,这时如果令

P( A ) =
1
PQU

tanK ( u) # dP ( u) +
1
2
,

则我们有下面定理

定理 2  ( U, F, P)为Ò型可拓概率空间.

证明:直接验证,可知 P 满足定义 5中的条件(4)、(5)、( 6) .

对于定理 2的Ò型可拓概率空间, 很容易验证它具有经典概率空间的许多性质.例如:

11 若 A < B ,则 P ( A ) [ P( B ) ;

21P ( A
C
)= 1- P ( A ) .

注意:定义 5中所提出来的Ò型可拓概率(简称为可拓概率) P , 是对可拓事件域 F ( U )上

每一可拓集合 A 的某种度量,这种度量是综合性的. 只要规定的 P 满足条件(4)、(5)、(6) , 它就

是一个Ò型可拓概率.由此观之,定理 2只不过提供了建立 Ò型可拓概率的一种方法.然而这个

方法把Ñ型和Ò型概率空间联系了起来,所以显得比较重要.

3  理论实例

例1  设( A 1, U, K 1)和( A 2, U, K 2)是两个可拓集合,其中 K 2= TK 1, T 是K 1 的一个变

换.如果( U,K, P )是上述两个可拓集合的 Ñ型可拓概率空间. 由性质 1 可知, A
#
+ ( T ) , A

#
-

( T ) ,

A + ( T ) , A - ( T )都是K可测集.现在,用 A 1, A 1分别记 A 1 的负域和正域,即

A 1= { u | u I U, K 1( u ) [ 0} ,

A 1= { u | u I U, K 1( u ) \0} .
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我们称

a = P ( A
#
+ ( T ) ) / P ( A 1)   为 T 的正效应,

b= P ( A
#
- ( T ) ) / P ( A 1)   为 T 的负效应,

c= P ( A + ( T ) ) / P ( A 1)   为 T 的正稳定效应,

d = P ( A - ( T ) ) / P ( A
-

1)   为 T 的负稳定效应.

并称  ( a+ c) - ( b+ d )为变换 T 的总效应,记之为 A.那末, A的大小就为我们衡量 T 变换的

作用提供了一种标准.

例 2  继续上例. 假设( A i , U, K i )是一组有限甚至是无限可拓集合族, i= 0, 1, 2, ,. 其中

K 1( u )= T 1K ( u ) , K 2( u )= T 2K 0( u ) , ,, K i ( u )= T iK 0( u) , ,,   i= 1, 2, ,,

现设( U,K, P )为诸( A i , U, K i ) ( i= 0, 1, 2, ,) Ñ型可拓概率空间.仿照上例,用( A 0, U, K 0)代

替上例中( A 1, U, K 1)的位置, 分别计算 T 1, T 2, ,诸变换的总效应 A1, A2, ,.即

T 1, T 2, ,, T i , ,;

A1, A2, ,, Ai , ,.

比较上面诸 Ai的大小,可以选择较好的变换.

因为实际背景往往是这样,每次变换(前面我们说过元素的变换可以看成是关联函数的变

换)都会给事业带来一定的影响,这种影响自然可以分解为正面和负面效应,而总效应就为全面

衡量一个变换的作用提供了客观标准, 用它作为决策的依据自然是一种科学方法了.

例3  继续上例.假设( A i , U, K i ) ( i= 0, 1, 2, ,)属于可拓事件域F ( U) .而且我们建立了

Ò型可拓概率 P ,例如在上例中( U,K, P )的基础上, 用定理 2的方法建立 P . 这时我们可以对

每一可拓集合 A i ,计算 P ( A i ) ,即

Ai = P ( A i ) =
1
PQU

tanK i ( u )dP( u) +
1
2
, i = 0, 1, 2, ,

我们称 Ai为每一可拓集合A i的综合效应,它的大小又为衡量每一个变换 T i的作用提供了客观

依据,而这个依据是整体性的,在某种意义上,它比前面所定义的总效应更富有建设性.
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本刊 1999年第 2期第 48页倒数第 7行的化学式排版有误,正确的化学式应为:

特此更正,并向作者及广大读者致歉 .
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